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Abstract 
In mathematical modeling of cancer growth with chemotherapy, the optimization problem is 
typically formulated to minimize the total amount of therapeutic drugs administered. This is due 
to the side effects of chemotherapy, including immune system suppression, which can increase 
the risk of infections and reduce the immune system's ability to combat cancer. In this study, a 
mathematical model of immune-tumor interactions with chemotherapy is presented, and strategies 
for treatment optimization are investigated. The dynamics of this model are analyzed, and optimal 
control strategies for drug therapy are described. Numerical results demonstrate that optimal 
control strategies, including quadratic control and linear control, can effectively reduce tumor 
burden and improve immune response. Additionally, the existence of optimal controls for both 
quadratic and linear cases is proven. 
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با استفاده از  يدرمان يميش نديدر فرآ يسرطان يدرمان تومورها ييكارا شيافزا
  ياضيمدل ر يسازنهيبه

  الدينيسيد وهاب شجاع
 يو صنعت يعلم يهاسازمان پژوهش وتريبرق و كامپ يمهندس يپژوهشكده اريدانش

  .رانيا
    

  نفيسه دخت معصومي
، نيكوثر قزو مارستانيب يپزشك زاتي، مهندس تجهكيارشد برق الكترونكارشناس 

  .راني، انيقزو
    

  ساره جلالي
و  تيري) ؛ دانشكده مداتيو عمل دي( تول يصنعت تيريمد يدكترا يدانشجو

  .راني، اقزوين، يدانشگاه آزاد اسلام ،يحسابدار

  

  چكيده
به  يدرمان يكل دارو زانيكه م شوديم ميتنظ يابه گونه يسازنهيمعمولاً مسئله به ،يدرمان يميرشد سرطان با ش ياضير يسازمدل در

احتمال  شيمنجر به افزا توانديبدن است كه م يمنيا ستميس فياز جمله تضع ،يدرمان يميش يعوارض جانب ليامر به دل نيحداقل برسد. ا

 يميتومور با ش-يمنياز تعاملات ا ياضيمدل ر كيپژوهش،  نيدر مقابله با سرطان شود. در ا يمنيا ستميس ييواناعفونت و كاهش ت

 نهيبه يهاشده و كنترل ليو تحل هيمدل تجز نيا يهاكيناميشده است. د يدرمان بررس يسازنهيبه يبرا ييارائه شده و راهكارها يدرمان

 ،ياز جمله كنترل درجه دوم و كنترل خط نه،يكنترل به يهايكه استراتژ دهديم نشان يعدد جي. نتادانشده فيتوص يمربوط به دارودرمان

اثبات شده  يدر هر دو حالت درجه دوم و خط نهيوجود كنترل به ن،يمؤثر باشند. همچن يمنيدر كاهش بار تومور و بهبود پاسخ ا تواننديم

  .است

  ياضير يسازتومور، مدل-يمنيتعاملات ا نه،يكنترل به ،يدرمان يميش :هاكليدواژه
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  مقدمه
شود كه با تغيير شكل غيرطبيعي و از بين رفتن تمايز ها در هر نقطه از بدن گفته ميسرطان به رشد غيرطبيعي سلول

] و درمان آن ٢ومير در جهان است [هاي شايع و دومين علت مرگ]. سرطان جزو بيماري١گردد [سلولي مشخص مي

هاي ترين روشدرماني يكي از رايج]. شيمي٣شود [درماني انجام ميراديوتراپي و شيميبا سه روش اصلي جراحي، 

 ].٤رود [درمان سرطان به شمار مي

ها به ساير هاي سرطاني يا جلوگيري از رشد و گسترش آندرماني از داروهاي خاصي براي از بين بردن سلولشيمي

سازي و درمان سرطان صورت گرفته است. با اي در جهت مدلترده]. تحقيقات گس٥كند [هاي بدن استفاده ميقسمت

 ].٦توان مضرات يا عوارض روش درماني را به كمترين سطح رساند [بندي تزريق دارو، ميسازي زمانبهينه

ها به صورت گوناگون به اند. اين مدلهاي متعددي معرفي شدههاي بيولوژيكي، مدلبه منظور بررسي رشد سيستم

سازي همواره به ]. مدل٧كنند [سازي ميهاي بزرگ را شبيهطور عمده جمعيتپردازند و يا بهميك جمعيت ميدينا

هاي بيولوژيك مطرح عنوان يكي از راهكارهاي عملي براي فهم بيشتر و جلوگيري از اتلاف وقت و هزينه در آزمايش

اند هاي رياضي ظهور يافتهفمند جديدي بر پايه مدلهاي درماني مولكولي هدهاي اخير، روش]. در دهه٨بوده است [

]٩.[ 

هاي كليدي براي درك چگونگي تعامل تومورها با جريان مستقيم الكتريكي هاي رياضي يكي از راهاستفاده از مدل

رشد توانند اثربخشي جريان مستقيم الكتريكي را با پارامترهاي جنبشي ها ميبه منظور بهبود درمان است. اين مدل

هاي سازي رياضي ابزاري بسيار قدرتمند در توسعه پروتكلتومور، در يك رابطه وابسته به زمان و دوز، پيوند دهند. مدل

اي از نتايج تجربي ارزيابي گردد. تواند از طريق مجموعهشود كه ميمؤثر جريان مستقيم الكتريكي محسوب مي

هاي نوين رياضي و ديد منجر خواهد شد و توسعه روشرو بدون شك به طرح مسائل رياضي جهاي پيشچالش

هاي الكتريكي متغير با زمان قابل دستيابي ويژه با استفاده از ميدانها بهمحاسباتي را به همراه خواهد داشت. اين پيشرفت

 ].١١، ١٠هستند [

هاي سالم، ر تقابل با سلولهاي سرطاني دسازي رفتار سلولتوانند به شبيههاي رياضي رشد و تكثير سلولي ميمدل

توانند در تخمين و دستگاه ايمني بدن و داروهاي شيميايي مورد استفاده در درمان سرطان بپردازند. همچنين مي

 ].٦هاي سالم مؤثر باشند [ها بر روي بافتگيري ميزان سميت داروها و تأثيرات آناندازه

درماني ر و تعامل آن با سيستم ايمني و داروهاي شيميدر اين پژوهش، يك مدل رياضي براي توصيف رشد تومو

سازي عوارض جانبي و حداكثرسازي اثربخشي سازي دوز دارويي براي حداقلارائه شده است. هدف اصلي، بهينه

هاي ايمني و هاي تومور، سلولدرمان است. اين مدل شامل معادلات ديفرانسيل غيرخطي است كه ديناميك سلول

 كنند.درماني را توصيف ميداروهاي شيمي

  هامواد و روش

به حداقل  يدارو است تا ضمن كنترل رشد تومور، عوارض جانب نهيدوز به نييتع ازمندين يدرمانيميدرمان سرطان با ش

درماني ارائه شده در اين پژوهش، يك مدل ديناميكي غيرخطي براي توصيف رشد تومور سرطاني و تأثير شيمي برسد

سازي دوز دارو و حداكثرسازي اثربخشي درمان براي حداقل  خطي و  مربعي  است. با استفاده از كنترل بهينه، دو روش

دهد كه سازي نشان ميانجام شده و نتايج شبيه ممستقي  و روش  توابع اسپلاين طراحي شده است. حل عددي مسئله با

  .هاي ايمني داردروش پيشنهادي در مقايسه با كارهاي قبلي، عملكرد بهتري در كاهش حجم تومور و حفظ سلول

  :است ياصل ريارائه شده شامل چهار متغ مدل



 ٧٩          ياضيمدل ر يسازنهيبا استفاده از به يدرمان يميش نديدر فرآ يسرطان يدرمان تومورها ييكارا شيافزا، و همكاران الدينيشجاع

 T(t)غلظت سلول تومور،  -

 N(t)غلظت سلول تاثيرگذار بر ايمني بدن،  -

 C(t)در گردش،  ١غلظت لنفوسيت -

 M(t)غلظت داروي شيمي درماني  -

  .سازي تابع هزينه استدوز دارو) براي حداقل(  u(t)هدف،  نهيكنترل به افتنيهدف، 

  مدل ديناميكي سيستم

 و دارو، اثر و ايمني كشتار اصطلاحات تومور، لوجستيك رشد با دارو–ايمني–تومور چهارمتغيره ديناميكي مدل

 هايتوسعه و] ١٢[ Panetta و Kirschner كلاسيك كارهاي اساس بر منتن،–ميكائيليس نوع از ايمني اشباع/تحريك

 هايكنشبرهم در اشباعي هايترم از استفاده همچنين است. شده تدوين ]١٤، ١٣[ Radunskaya و de Pillis بعدي

  است. متداول ]١٥[ اخير مرور مطابق ايمني–تومور

  :هستند زير صورت به سيستم بر حاكم ديفرانسيل معادلات

𝑇̇ = 𝑎𝑇(1 − 𝑏𝑇) − 𝑐𝑁𝑇 − 𝑑𝑀𝑇, 

𝑁̇ = 𝑒 − 𝑓𝑁 − 𝑔
𝑇𝑁

ℎ + 𝑇
− 𝑘𝑀𝑁, 

𝐶̇ = 𝑙 − 𝑚𝐶 − 𝑛𝑀𝐶, 
𝑀̇ = 𝑢(𝑡) − 𝑝𝑀, 

  :اندآمده ١ جدول در (a, b, d) مثبت پارامترهاي آن در كه

 مدل پارامترهاي .١ جدول

 توضيحات واحد مقدار پارامتر

a تومور رشد نرخ ¹⁻روز ١/٠ 

b تومور حمل ظرفيت معكوس - ٠١/٠ 

d تومور بر دارو اثربخشي - ٥/٠ 

 بهينه كنترل

 مربعي كنترل -١

  :هزينه تابع

𝐽(𝑢) = න (𝑞𝑇ଶ + 𝑟𝑢ଶ) 𝑑𝑡,
்

଴

 

 .هستند دارو دوز و تومور حجم به مربوط هايوزن  r و  q كه

 :رياگينپونت اصل با سازيبهينه شرايط

  :هاميلتوني

𝐻 = 𝑞𝑇ଶ + 𝑟𝑢ଶ + 𝜆ଵ𝑇̇ + 𝜆ଶ𝑁̇ + 𝜆ଷ𝐶̇ + 𝜆ସ𝑀̇. 

 كنترل بهينه

𝑢∗(𝑡) = −
𝜆ସ(𝑡)

2𝑟
. 
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 خطي كنترل -٢

  :هزينه تابع

𝐽(𝑢) = න (𝑞𝑇 + 𝑟𝑢) 𝑑𝑡.
்

଴

 

  .شودمي تعيين سينگولار يا Bang-Bang صورت به بهينه كنترل

 اسپلاين توابع با عددي حل -٣

  :شوندمي زده تقريب اسپلاينبي توابع با كنترل و حالت متغيرهاي

𝑇(𝑡) ≈ ෍ 𝛼௜𝐵௜(𝑡)

௡

௜ୀଵ

,    𝑢(𝑡) ≈ ෍ 𝛽௜𝐵௜(𝑡)

௡

௜ୀଵ

, 

  .كندمي تبديل )NLP( غيرخطي ريزيبرنامه يك به را مسئله تقريب اين هستند. پايه توابع iB)t( كه

 سازيشبيه نتايج -٤

  مربعي كنترل -١-٤

 يدرمانيميش يسازنهيبه يهامدل در ترشيپ كه است شده استفاده يمربع كنترل روش از درمان، ياستراتژ يطراح يبرا

 ن،يهمچن است. شده ياعتبارسنج و يبررس ]١٨[ همكاران و Martin زين و ]١٧، ١٦[ Schättler و Ledzewicz توسط

 است. هيتوج قابل رياخ مطالعات در مشابه كرديرو با دارو دوز يسازنهيبه بيتقر يبرا نياسپلايب توابع از استفاده

 اين مرجع روش در كه حالي در رسد،مي صفر به روز ١٠ از پس تومور حجم پيشنهادي، روش در: تومور نابودي

 ت.اس روز ٢٠ زمان

  .شوندمي حفظ بهتر پيشنهادي روش در  C و  N غلظت: ايمني هايسلول

  :رهايمتغ هياول طيشرا
𝑇(0) = 1 × 10଻,    𝑁(0) = 6.12,    𝐶(0) = 6.25,    𝑀(0) = 0 

  :نياسپلا-يب تابع يپارامترها ريمقاد
𝑛 = 6,    𝑠 = 4,    𝑟 = 5 
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 يمربع سازي بهينه يبرا ي(مستقيم)شنهاديپ كرديرو يساز هيشب جينتا .١ لشك

 خطي كنترل -٢-٤

 .كمتر جانبي عوارض با اما روز)، ٨٠( مربعي كنترل از كندتر: تومور نابودي

  :رهايمتغ هياول طيشرا
𝑇(0) = 1 × 10଻,    𝑁(0) = 6.12,    𝐶(0) = 6.25,    𝑀(0) = 0 

  :نياسپلا-يب تابع يپارامترها ريمقاد
𝑛 = 6,    𝑠 = 5,    𝑟 = 5 

  
  يخط سازي بهينه يبرا ي(مستقيم)شنهاديپ كرديرو يساز هيشب جينتا .٢ شكل
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  گيري نتيجه و بحث
 يبرا يفيك يجنتا تومور، بار كاهش يبرا ها ديناميك شامل يمنيا سلول يتجمع دو از استفاده شامل پژوهش اين

 يينتع كه آنجا زا است. منفرد حداقل قوس يك يشنما يكيگراف يشنما و يخط و دوم درجه ينهبه كنترل يوهايسنار

 يمناطق يدنكش يرتصو به و يوستهپ بهم كاملاً مدل يك يبرا نماينده يك يدتول ييتوانا است دشوار منفرد يها نماينده

 نشان يدرمان يميش مختلف يطشرا مورد در ينشيب يعدد نتايج .است توجه قابل است ينهبه آنها در واحد كنترل كه

 دادن يولوژيكيب جنبه شود. يجادا ها حالت يها يتمحدود و يمنيا يها سلول يتجمع افزودن با تواند يم كه دهد مي

 شدت به تومور بار كه است يمعن ينا به محدود يرغ موارد در دارو مداوم يقتزر سپس و يهاول دوز يبرا دارو حداكثر

 حالت در گردش در يتهايلنفوس و موثر يمنيا يسلولها متعاقبا شوند. يم سركوب يمنيا يسلولها و يابد يم كاهش

 بهتر اثربخشي از حاكي سازي شبيه نتايج .يابند يم بهبود خود ياصل سطح از درصد ٨٠ به يباًتقر خطي و دوم درجه

  باشد. مي قبلي شده ذكر روش با مقايسه در پيشنهادي روش

 استفاده .شد بررسي خطي و مربعي روش دو با درمانيشيمي داروي دوز كاهش براي بهينه كنترل پژوهش، اين در

  داد. افزايش را روش كارايي و دقت عددي، حل در اسپلاين توابع از

  :يمربع كنترل در كه دهديم نشان يسازهيشب جينتا

  .رسنديم صفر به روز ١٠ از پس تومور يهاسلول -

  .رسنديم ٦ و ٤ به بيترت به درمان انيپا در هاتيلنفوس و يمنيا يهاسلول غلظت -

  .مانديم يباق )١ و ٠ ني(ب مجاز محدوده در دارو دوز -

  :يخط كنترل در

  .رسنديم صفر به روز ٨٠ از پس تومور يهاسلول -

  .رسنديم ٣,٥ و ٣,٨ به بيترت به هاتيلنفوس و يمنيا يهاسلول غلظت -

  .شوديم كنترل مجاز محدوده در همچنان دارو دوز -

 توابع از استفاده.اندمناسب يجانب عوارض كاهش يبرا يخط كنترل و تومور عيسر ينابود يبرا يمربع كنترل

 ستميس سلامت و درمان ياثربخش نيب تعادل حفظ در يشنهاديپ روشو دهديم شيافزا را يعدد حل دقت نياسپلا

  .است برتر يمنيا

  يمربع سازي بهينه سازي شبيه نتايج مقايسه

  .است شده داده نشان ]١٩[ همكاران و فيليپس سازي شبيه نتايج ٣ شكل در

  
  مربعي سازي بهينه براي همكاران(غيرمستقيم) و فيليپس يساز هيشب جينتا .٣ شكل



 ٨٣          ياضيمدل ر يسازنهيبا استفاده از به يدرمان يميش نديدر فرآ يسرطان يدرمان تومورها ييكارا شيافزا، و همكاران الدينيشجاع

 زير موارد ، ]١٩[ همكاران و فيليپس مقاله در شده استفاده رويكرد و پيشنهادي رويكرد سازي شبيه نتايج مقايسه با

  :شود مي ملاحظه

 روش در طوريكه به باشد مي فيليپس روش از بالاتر پيشنهادي روش در تومور هاي سلول نابودي سرعت -

 اين غلظت پيشنهادي روش در كه حالي در اند شده نابود روز ٢٠ تقريباً گذشت از پس ها سلول اين فيليپس

 ) ١ شكل الف گراف ( است. رسيده صفر به روز ١٠  گذشت از پس تقريباً ها سلول

 پايان در فيليپس روش در 𝐶(t) دشگر در يتلنفوس سلول و 𝑁(t) بدن يمنيا بر يرگذارتاث سلول غلظت -

 در ها سلول اين غلظت پيشنهادي روش در كه حالي در است بوده ٣٥/٠ و ١ برابر ترتيب به درماني دوره

 نشان را پيشنهادي رويكرد بهتر عملكرد كه ١ شكل ج و ب گراف است بوده ٦ و ٤ برابر درماني دوره پايان

 دهد. مي

 محدوده در پيشنهادي روش در تجويزي داروي ميزان كه شود مي ملاحظه درماني شيمي داروي به توجه با -

  دارد) همخواني فيليپس روش بار كه ١ شكل د (گراف باشد. مي يك) و صفر (بين مجاز

  خطي سازي بهينه يساز هيشب جينتا سهيمقا

  دهد. مي نشان خطي سازي بهينه حالت براي را فيليپس سازي شبيه نتايج ٤ شكل

  
   خطي سازي بهينه براي همكاران(غيرمستقيم) و فيليپس يساز هيشب جينتا .٤ شكل

 زير موارد ،]١٩[ همكاران و فيليپس مقاله در شده استفاده رويكرد و پيشنهادي رويكرد سازي شبيه نتايج مقايسه با

  :شود مي ملاحظه

 در طوريكه به باشد مي قبلي روش از تر پايين  خطي سازي بهينه روش در تومور هاي سلول نابودي سرعت -

 روش در كه حالي در الف) ١ اند(شكل شده نابود روز ١٠ تقريباً گذشت از پس ها سلول اين قبلي روش

 الف) ٢ است.(شكل رسيده صفر به روز ٨٠  گذشت از پس تقريباً ها سلول اين غلظت خطي

 پايان در فيليپس روش در 𝐶(t) دشگر در  يتلنفوس سلول و 𝑁(t) بدن يمنيا بر يرگذارتاث سلول غلظت -

 اين غلظت پيشنهادي خطي سازي بهينه روش در كه حالي در است بوده ١ و ٥/١ برابر ترتيب به درماني دوره

 بهتر عملكرد كه است بوده )٢ شكل ج و ب هاي (گراف ٥/٣ و ٨/٣ برابر درماني دوره پايان در ها سلول

 دهد. مي نشان را پيشنهادي رويكرد



 ١٤٠٤ ، تابستان٢ ه، شمار١دوره ، و مواد يپزشك يدر حوزه يمهندس يهاشرفتيپفصلنامه           ٨٤

 پيشنهادي خطي سازي بهينه روش در تجويزي داروي ميزان كه شود مي ملاحظه درماني شيمي داروي به درمورد

 همخواني فيليپس سازي شبيه نتايج با بيش و كم كه )٢ شكل د باشد.(گراف مي يك) و صفر (بين مجاز محدوده در

  دارد.

  نتايج خلاصه

 روش كمك به كه را تحقيق اين سازي شبيه نتايج ) يك تا ٠ (بين تجويزي داروي مشخص ميزان يك براي ٢ جدول

 و خطي حالت دو براي ]١٩[ همكاران و فيليپس غيرمستقيم روش نتايج با را است آمده بدست اسپلاين توابع مستقيم

  كند. مي مقايسه مربعي) ( غيرخطي

  داروئي مجاز محدوده در فيليپس روش با يشنهاديپ روش مقايسه. ٢ جدول

  اسپلاين) (مستقيم پيشنهادي روش قبلي(غيرمستقيم) روش

  روز)٢٠تومور( نابودي سرعت

  )١ايمني( موثر سلول غلظت 

 )٣٥/٠گردش( در لنفوسيت غلظت

 >روز)١٠تومور( نابودي سرعت

 >)٤ايمني( موثر سلول غلطت

 >)٦گردش( در لنفوسيت غلظت

 مربعي سازي بهينه

  روز)١٠تومور( نابودي سرعت

  )٥/١ايمني( موثر سلول غلطت 

 )١گردش( در لنفوسيت غلظت

 <روز)٨٠تومور( نابودي سرعت

 >)٨/٣ايمني( موثر سلول غلطت

 >)٥/٣گردش( در لنفوسيت غلظت

 خطي سازي بهينه

  

 دارد، تومور يهاسلول ينابود در يبالاتر سرعت ،يخط كنترل با سهيمقا در يمربع كنترل كه دهديم نشان جينتا

 يبرا ياهيپا عنوان به تواننديم هاافتهي نيا .دهديم نشان يمنيا يهاسلول حفظ در يبهتر عملكرد يخط كنترل اما

  .رنديگ قرار دهاستفا مورد شده يسازيشخص يدرمان يهاپروتكل يطراح

  پيشنهادات

 يتومورها درمان ييكارا شيافزا بررسي جهت خود آتي هاي پژوهش در نيز را موارد اين محققان كه يشودم پيشنهاد

  :گيرند بكار ، يدرمان يميش نديفرآ در يسرطان

  تومور بار كنترل يبرا يدرمان يميش و يدرمان يمنيا بيترك -

  نهيبه كنترل مسئله يساز يپارامتر در گريد ياتياضير توابع يريكارگ به -

  ستميس مدل در يپارامتر تيقطع عدم گرفتن نظر در  -
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